WYKLAD 4

ZASADA ZMIENNOSCI PEDU I OGOLNE ROWNANIA

RUCHU PLYNU.
ZNACZENIE ZASADY ZMIENNOSCI KRETU.
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ROZNICZKOWE ROWNANIA RUCHU PLYNU

Wiemy juz, ze Zasada Zmiennosci Pedu jest szczegdlnym przypadkiem ogdlnej zasady
zachowania/zmienno$ci, w ktorej h = v (vide Wyklad nr 3). Poniewaz ,,Zrodlem” zmiennoSci
pedu w czasie ruchu sg dzialajace na porcje ptynu sily zewnetrzne, mamy nastepujaca
rOwWnosc

d
E_jgpvdv ) _aL(pv)(v-n)dS =F; + F,

Podobnie jak w przypadku zasady zachowania masy, mozemy wejS¢ z rozniczkowaniem po
czasie pod znak catki. PO podstawieniu wyrazen catkowych na sily otrzymujemy réwnos¢
postaci

[5(po)dV + [ (po)(w-m)dS = [ adS+ [ pfdv

o0Q2

W dalszej czgsSci rozwazan (Wyklad nr 7) pokazemy, ze wektor jednostkowej sity
powierzchniowej (naprezen) moze byé przedstawiony z postaci iloczynu & = =,

Scislej — wektor naprezen @ otrzymywany w wyniku zadziatania tensorem naprezen .= na
jednostkowy wektor (wersor) N prostopadly do powierzchni brzegowej.
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W przypadku najprostszego modelu ptynu (ptyn Eulera) wektor naprezen ma tylko sktadowa
normalng. Oznacza to, ze ptyn Eulera jest niezdolny do przenoszenia napr¢zen stycznych (jest
nielepki). Wowczas, wyrazenie na wektor naprezen przyjmuje postac

c=—pPn
Symbol P oznacza ci$nienie w ptynie. Odpowiadajacy temu modelowi tensor naprezen ma

wyjatkowo prostg forme, a mianowicie = =— [, gdzie | to tensor jednostkowy.

Naszym najblizszym celem jest wyprowadzenie ogoélnego réwnania rozniczkowego ruchu
pltynu. Procedura przejscia od opisu catkowego do rézniczkowego polega — jak zwykle — na
sprowadzeniu wszystkich catek powierzchniowych do rownowaznych catek objetosciowych,
a nastepie wykorzystaniu argumentéw dowolnosci wyboru obszaru catkowania (2 i cigglosci
catkowanych wielkosci.

Odpowiednie operacje sg tym razem bardziej ztozone. Zaczniymy od przeksztatcenia catki
powierzchniowej opisujacej strumien pedu przez brzeg obszaru:

j(pv)(v-n)dszeijpuiujnjds ~ ei'f&(puiuj )dvzjv.(pv@)v)dv
50 50 GGO » | —— 2
(pvev);
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Otrzymalismy calke objetosciowa z pola wektorowego, ktore jest dywergencja pola
tensorowego strumienia pedu [/ = ,01)@1). Symbol ® oznacza tu mnozenie tensorowe
pary wektorow, ktorego wynikiem jest specjalny tensor zwany diada.

Przeksztatcimy teraz catke wyrazajaca site powierzchniowg

| 6dS= [ ZndS= ej_ndS—e[LaX LAV = jv*av

0.0 0.0 GGO

Otrzymali$my catke objctosciowa z dywergencji tensora naprezen .= . W szczegolnosci, w
przypadku ptynu idealnego (nielepkiego) wyrazenie na sil¢ powierzchniowg przeksztalcane
jest nastepujaco

jads j( pl)ndS =—e j pS;N, dS —ej S & pdv——ijdv
o(2

Zp

Wstawienie obliczonych catek objetosciowych do réwnosci wyrazajacej zasade zmiennosSci
pedu daje (po zapisaniu w formie pojedynczej calki)

H%(pv)+v-(pv®v—5)—pf}dv =0
o
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Z dowolnosci obszaru 1 ciggtosci catkowanego wyrazenia wynika, ze w kazdym punkcie

przeptywu spetnione jest rOwnanie rozniczkowe

§(pv)+V-(pp®v-E)=pf

OtrzymaliSmy rozniczkowe r-nie ruchu plynu!

Dla ptynu idealnego = = — pI 1 RRR przyjmuje postaé

L(pv)+V-(pp@ov+pl)=pf

Rownanie ruchu mozna przedstawi¢ w innych rownowaznych formach (ta powyzej to tzw.
posta¢ zachowawcza). Rozwijajac skltadnik z dywergencja tensorowg otrzymamy postac
uznawang za standardowga. Oto odpowiedni rachunek

5(o0)+V-(p0®0) = ;| & (pv)+4: (pvvy) |=

o

o
izl

0
+IOEUI+ )

a (pv;)

—I—,OUJ 8X }Z

=v:[ §p+V-(pv) ]+ pl Fo+(0-V)o |= pa

O“' (r—nie zach. masy)

—a-— przyspleszenle'
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Ogolne rownanie ruchu plynu mozemy teraz zapisac¢ nastepujaco

pa=plgo+(-V]=V-E+pf

W szczegdlnosci, standardowa posta¢ roéwnania ruchu dla plynu idealnego — zwana

rownaniem Eulera — to

plgo+-V)ul=—Vp+pf

Forma kinematyczna (podziclona przez gestosc) ...

So+(0-V)o=—LVp+ f

W dalszej czesci rozwazan rozwazymy réwniez ptyn lepki zwany tez newtonowskim ...,
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ZASADA ZMIENNOSCI KRETU. SYMETRIA TENSORA NAPREZEN.

Kret (moment pedu) pltynu znajdujacego si¢ w danej chwili w obszarze (kontrolnym) (2
wyraza si¢ calkg objetosciows

K= j Xx podV
(P
Zgodnie z 0go6lng reguta, tempo zmian wielkosci K opisane jest nastepujacym wzorem
dK —d [ xx ppdV + [ (xxpv)(0-1)dS
produkcja 0 0L

1 Zasada Zmiennosci Kretu

dK

E :MS+MV

produkcja

przyjmuje forme

& [ xxpodV + [ (xx po)(0-n)dS = [ xxZndS+ [ xxpfdV
0 0

0Q2 0Q2
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Wykorzystujagc niezmiennos¢ obszaru w czasie, wprowadzimy rozniczkowanie pod znak

catki ...
%J‘Xxpvdv :J'XX%(IOU)dV
0O 0

Dalej, postgpimy standardowo przeksztalcajac catki powierzchniowe 1 objgtosciowe.
Zauwazmy, ze catka powierzchniowa po lewej stronie rownosci catkowej moze by¢ zapisana
W postaci

I(Xxpv)(v-n)dSz j xx[( po®v)n]dS

0N 00 tensor

Wobec tego, obie catki powierzchniowe sg szczegdInymi przypadkami catki postaci

J= j xx AndS . A—tensor
o2

Transformacja powyzszej catki do catki objetosciowe) stanowi dobrg okazje do przecwiczenia
rachunku indeksowego ....
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J=Je =¢ j(xxAn) dS=e | ey X;(Bnn)dS = & [y 2 (X;a,,)dV =
S m

0 GGO
¢ (An),

0
:e,_[ i o 8qdV e ey X Fo dV =g [ e a,dV +Ux><V-AdV} e, =
« (V-A), « i

'm

=€, [ (a5, —ay)dV +e2j(a13 a,,)dV +esj'(a21 a,)dV +jx><V AdV
Q0

Zauwazmy, ze jesli tensor A jest symetryczny (tj. A= A' ), to trzy pierwsze sktadniki
znikajq.

Tak wtasnie jest w przypadku pierwszej z naszych catek powierzchniowych, bowiem

Zatem j Xx (o0 ®0v)ndS = jxxV-(,m)@v)dV
50 0
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W drugiej calce powierzchniowej mamy wprost A= 5", a wiec

| xxZndS = [xxV-ZdV +e, [ (55, ~5,)AV +e, [ (55— Z5)dV +
02 Q0

Q 0Q
+€5 _[ (521 _Elz)dv
Q

Podstawienie otrzymanych wyrazen do catkowej rownosci wyrazajacej ZZK daje rownosé
postaci

[ xx[§ (p0)+V-(po®v—2) - p 1AV +e, [ (55, - Zp5)dV +
0 0

+, [ (513 = Z5)dV 45 [ (55, — 5,,)dV =0
Q Q

Z.godnie z rOwnaniem ruchu % ( ,Ol)) +V- ( PORV—E ) —pf =0

Poniewaz (2 jest dowolny, wnioskujemy, ze

= = | =
=32 =23 =12 =21 " =13

—
|
=

31

tj. w kazdym punkcie przeplywu tensor naprezen jest symetryczny, czyli .= = = |
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PODSUMUJMY ROZWAZANIA ...

PokazaliSmy, ze jezeli tensor naprezen jest symetryczny i spelnione jest r-nie Zasady
Zmiennosci Pedu, to Zasada Zmiennosci Pedu jest automatycznie spelniona. Innymi
stlowy: jezeli model matematyczny plynu skonstruowany jest w sposob gwarantujacy
symetrie tensora naprezen to Zasada Zmiennosci Kretu nie jest potrzebna do opisu jego

ruchu, bowiem wynika ona z Zasady Zmiennosci Pedu.

UWAGA:

1.7 powyzszego nie wynika bynajmniej, ze ZZK jest z mechanice ptynow bezuzyteczna. W
Istocie, ZZK stosowana jest do np. do obliczania momentu dzialajagcego na ptyn
poruszajacy si¢ ruchem obrotowym 1 znajduje powszechne wykorzystanie w teorii

maszyn wirnikowych (pompy, spre¢zarki, turbiny).

2.1stnieja modele ptynu w ktérych wyrazenie na kret zawiera dodatkowy skladnik
opisujacy tzw. kret mikropolarny. Wowczas tensor naprezen nie musi by¢ symetryczny, a
do pelnego opisu ruchu osrodka mikropolarnego potrzebne sg dodatkowe rownania
wyprowadzane z ZZK.
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